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Анотацiя

Сдобнов Артем Дмитрович. Розв’язання рiвняння Беллмана

для деяких нелiнiйних систем. У роботi розглянуто задачу швидкодiї

для деяких класiв нелiнiйних керованих систем другого порядку. Основну

увагу придiлено застосуванню методiв оптимального керування, зокрема

принципу максимуму Понтрягiна та рiвняння Беллмана. Проаналiзовано

умови оптимальностi та наведено приклади побудови оптимальних трає-

кторiй для нелiнiйних систем iз заданими обмеженнями на керування. Да-

но аналiтичний розв’язок для деяких класiв нелiнiйних керованих систем

другого порядку.

Ключовi слова: рiвняння Беллмана, принцип максимума, швидкодiя,

керованiсть

Sdobnov Artem. On the solution of the Bellman equation for

some nonlinear systems. The work examines the minimum-time problem

for certain classes of second-order nonlinear control systems. The main focus

is on the application of optimal control methods, in particular the Pontryagin

Maximum Principle and the Bellman equation. Conditions for optimality

are analyzed, and examples of constructing optimal trajectories for nonlinear

systems with given control constraints are provided. An analytical solution

is presented for specific classes of second-order nonlinear control systems.

Keywords: Bellman equation, maximum principle, minimum-time prob-

lem, controllability
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Вступ

0.1. Задача швидкодiї

Однiєю з основних задач теорiї оптимального керування є пошук опти-

мальної швидкодiї. Задача швидкодiї полягає в пошуку такого керува-

ння, що переводить систему з певної початкової точку в певну кiн-

цеву точку за мiнiмальний час. Тобто для системи �̇� = 𝑓(𝑥, 𝑢) =

(𝑓 1(𝑥, 𝑢), 𝑓 2(𝑥, 𝑢), . . . , 𝑓𝑛(𝑥, 𝑢)), 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ Ω та з грани-

чними умовами 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 та 𝑥(𝑡1) = 𝑥1, ми хочемо знайти таке керування

𝑢𝑜𝑝𝑡 ∈ Ω, що система буде задовiльняти граничним умовам та мiнiмiзувати

наступний функцiонал: ∫︁ 𝑡1

𝑡0

1𝑑𝑡 = 𝑡1 − 𝑡0 → min

0.2. Принцип максимума Понтрягiна

В теорiї оптимального керування принцип максимума [3] є необхi-

дною умовою оптимальностi. Розглядається система �̇� = 𝑓(𝑥, 𝑢) =

(𝑓 1(𝑥, 𝑢), 𝑓 2(𝑥, 𝑢), ..., 𝑓𝑛(𝑥, 𝑢)), 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ Ω. Для неї

шукається керування 𝑢𝑜𝑝𝑡 ∈ Ω, таке що система буде задовiльняти грани-

чним умовам 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 та 𝑥(𝑡1) = 𝑥1, а також наступний функцiонал буде

мiнiмiзований: ∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑓 0(𝑥, 𝑢)𝑑𝑡→ min

Для кожного керування 𝑢, яке задовiльняє системi, iснує нетривiальний
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роз’язок 𝜓 = (𝜓0, 𝜓1, 𝜓2, . . . , 𝜓𝑛) спряженої системи:

�̇�𝑘 = −𝜕𝐻
𝜕𝑥𝑘

, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛

де 𝑥0 =
∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑓 0(𝑥, 𝑢)𝑑𝑡, а 𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝜓𝑘𝑓
𝑘(𝑥, 𝑢) - функцiя Гамiльтона-

Понтрягiна.

Вiдповiдне оптимальне керування 𝑢𝑜𝑝𝑡 досягається при максимумi фун-

кцiї Гамiльтона-Понтрягiна 𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢). Тобто:

𝐻(𝜓(𝑡), 𝑥𝑜𝑝𝑡(𝑡), 𝑢𝑜𝑝𝑡(𝑡)) = max
𝑢∈Ω

𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢)

У випадку швидкодiї 𝑓 0(𝑡) = 1 ⇒ �̇�0 = 0 ⇒ 𝜓0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, тодi ми маємо,

що функцiя Гамiльтона-Понтрягiна𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜓𝑘𝑓
𝑘(𝑥, 𝑢)+𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Вiд-

повiдно, коли ми будемо шукати максимум цiєї функцiї, константа не буде

впливати на результат, тому можна розглядати 𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜓𝑘𝑓
𝑘(𝑥, 𝑢),

при цьому не шукаючи 𝜓0.

0.3. Рiвняння Беллмана

Серед iдей динамiчного програмування однiєю з основних є рiв-

няння оптимального керування Беллмана, яке застосовується при

розв’язаннi актуальних задач у [4]. Розглядається �̇� = 𝑓(𝑥, 𝑢) =

(𝑓 1(𝑥, 𝑢), 𝑓 2(𝑥, 𝑢), ..., 𝑓𝑛(𝑥, 𝑢)), 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ Ω та функцiя

𝑇 (𝑥), яка визначає час потрапляння в кiнцеву точку пiд дiєю цiєї системи,

тодi оптимальне керування 𝑢𝑜𝑝𝑡 ∈ Ω має задовiльняти рiвнянню Беллмана,

яке у випадку швидкодiї виглядає наступним чином:

min
𝑢∈Ω

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑘
𝑓𝑘(𝑥, 𝑢)

)︃
= −1
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0.4. Приклад розв’язання для канонiчної системи

Для початку розглянемо типовий приклад задачi швидкодiї, з заданою

системою, яка переводить довiльну фiксовану точку в початок координат:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
�̇� = 𝑦

�̇� = 𝑢

|𝑢| ≤ 1

Функцiя Гамiльтона-Понтрягiна для заданої системи має наступний ви-

гляд: 𝐻 = 𝜓1𝑦 + 𝜓2𝑢. Випишемо спряжену систему для 𝜓1 та 𝜓2 та

розв’яжемо її: ⎧⎨⎩�̇�1 = 0

�̇�2 = −𝜓1

Для констант 𝑐1 та 𝑐2 маємо, що:⎧⎨⎩𝜓1 = 𝑐1

𝜓2 = −𝑐1𝑡+ 𝑐2

Тодi вiдповiдно функцiя Гамiльтона-Понтрягiна 𝐻(𝑡) = 𝑐1𝑦− 𝑐1𝑢𝑡+ 𝑐2𝑢.

За принципом максимума оптимальна швидкодiя досягається при макси-

мумi функцiї 𝐻(𝑡):

max
|𝑢|≤1

𝐻(𝑡) = max
|𝑢|≤1

(𝑐1𝑦−𝑐1𝑢𝑡+𝑐2𝑢) = 𝑐1𝑦+max
|𝑢|≤1

𝑢(−𝑐1𝑡+𝑐2) = 𝑐1𝑦+|−𝑐1𝑡+𝑐2|

Бачимо, що максимум досягається при 𝑢 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(−𝑐1𝑡 + 𝑐2). Тодi ми

знаємо, що 𝑢(𝑡) це кусково-стала функцiя, яка приймає значення ±1. Роз-

глянемо тепер функцiю −𝑐1𝑡+ 𝑐2. Вона змiнює знак не бiльше нiж 1 раз на

будь-якому вiдрiзку. Оскiльки 𝑢(𝑡) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(−𝑐1𝑡+ 𝑐2), то 𝑢(𝑡) має не бiльше

нiж одне перемикання.
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Далi знайдемо траєкторiї швидкодiї. Нехай 𝑇 (𝑥, 𝑦) - функцiя, яка ви-

значає час потрапляння з певної точки в початок координат. Розглядаємо

рiвняння Беллмана:

min
|𝑢|≤1

[︂
𝜕𝑇

𝜕𝑥
𝑦 +

𝜕𝑇

𝜕𝑦
𝑢

]︂
= −1

Спочатку розглянемо окремо керування 𝑢 = −1. Пiдставимо у рiвняння

Беллмана i отримаємо:
𝜕𝑇

𝜕𝑥
𝑦 − 𝜕𝑇

𝜕𝑦
= −1.

Складемо рiвняння характеристик в цьому випадку:

𝑑𝑥

𝑦
=
𝑑𝑦

−1
=
𝑑𝑇

−1

Звiдси ми маємо: 𝑑𝑥 = −𝑦𝑑𝑦 та 𝑑𝑦 = 𝑑𝑇 . Тепер проiнтегруємо обидва

вирази i отримаємо, що: 𝑥 = −1

2
𝑦2 + 𝑐1 та 𝑇 = 𝑦 + 𝑐2.

Аналогiчно отримаємо для випадку керування 𝑢 = 1, що траєкторiя має

вид 𝑥 =
1

2
𝑦2 + 𝑐1 та 𝑇 = −𝑦 + 𝑐2.

Рис. 1: Траєкторiї для 𝑢 = ±1

Для потрапляння в початок координат без перемикань iснує тiльки двi

траєкторiї, одна для 𝑢 = −1, а саме 𝑥 = −1

2
𝑦2, та друга для 𝑢 = 1, а

саме 𝑥 =
1

2
𝑦2. Таким чином, оскiльки оптимальне керування має не бiльше

одного перемикання, то щоб потрапити в початок координат, ми мусимо по-

пасти спочатку на одну з цих двох траєкторiй, а потiм, пiсля перемикання,
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потрапити в початок координат.

Оскiльки непаралельнi траєкторiї мають тiльки 2 точки перетину, якi

рiзного знаку по координатi 𝑦, то точка перетину, пiсля якої ми можемо

потрапити в початок координат, є єдиною. Вiдповiдно iснує єдина траєкто-

рiя для потрапляння в початок координат для кожної з точок.

Рис. 2: Фазовий портрет(не бiльше 1 перемикання)

Далi знайдемо час, за який система приходить в початок координат, пiд

дiєю оптимального керування. Для цього спочатку розглянемо точки, для

яких оптимальне керування до перемикання 𝑢 = −1, а пiсля перемика-

ння 𝑢 = 1. Знайдемо точку перетину траєкторiй - (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), тобто точку в

якiй вiдбувається перемикання керування 𝑢. Оскiльки ця точка лежить,

на траєкторiї, що проходить через початок координат, для котрої 𝑢 = 1, то

маємо, що 𝑥𝑖 =
1

2
𝑦2𝑖 , а також 𝑇 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = −𝑦𝑖, оскiльки в початку коорди-

нат 𝑇 (0, 0) = 0. З iншого боку ця точка лежить на початковiй траєкторiї з

початковою точкою, тобто 𝑥𝑖 = −1

2
𝑦2𝑖 + 𝑐1 i 𝑇 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = 𝑦𝑖+ 𝑐2. Пiдставивши
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𝑥𝑖 =
1

2
𝑦2𝑖 та 𝑇 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = −𝑦𝑖 отримуємо, що 𝑐1 = 𝑦2𝑖 = 2𝑥𝑖 та 𝑐2 = −2𝑦𝑖.

Таким чином ми отримали залежнiсть мiж константами для початкової

траєкторiї 𝑐2 = −2
√
𝑐1.

Тепер розглянемо початкову точку (𝑥𝑠, 𝑦𝑠). Оскiльки вона лежить на тiй

самiй траєкторiї, то 𝑥𝑠 = −1

2
𝑦2𝑠 + 𝑐1 i 𝑇 (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = 𝑦𝑠 + 𝑐2. Звiдси виразимо

константи та пiдставимо в отриману залежнiсть:

𝑇 (𝑥𝑠, 𝑦𝑠)− 𝑦𝑠 = −2

√︂
𝑥𝑠 +

1

2
𝑦2𝑠

Таким чином ми отримали оптимальний час:

𝑇 (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = 𝑦𝑠 − 2

√︂
𝑥𝑠 +

1

2
𝑦2𝑠

Провiвши аналогiчнi обрахунки, отримуємо, що оптимальний час для

точок, в яких оптимальне керування до перемикання 𝑢 = 1, а пiсля пере-

микання 𝑢 = −1, дорiвнює:

𝑇 (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = −𝑦𝑠 + 2

√︂
−𝑥𝑠 +

1

2
𝑦2𝑠



Роздiл 1
Розв’язання рiвняння Беллмана та

знаходження оптимального часу для

нелiнiйної системи 2 порядку
Лiнiйнi задачi швидкодiї були детально дослiженi у роботах [1] та [2]. В

цiй роботi ми хочемо розглянути не дослiдженi випадки задач швидкодiї,

а саме нелiнiйнi системи за допомогою розв’язання рiвняння Беллмана.

Будемо розглядати задачу швидкодiї для наступної нелiнiйної системи:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
�̇� = 𝑦𝑛

�̇� = 𝑢

|𝑢| ≤ 1

(1.1)

Основним випадком, для якого буде розв’язана задача швидкодiї, є випа-

док непарного 𝑛. Але також для випадку парного 𝑛 розберемо керованiсть,

бо така система не буде повнiстю керованою, а також певний випадок, яким

може бути керування 𝑢. В данiй частинi розглядається потрапляння з до-

вiльної фiксованої початкової точки в початок координат, пiд дiєю системи

(1.1).

Iдейно розв’язувати будемо аналогiчно до методу, яким ми розв’язували

канонiчну задачу в пiдроздiлi 0.4. Тому почнемо з виписування функцiї

Гамiльтона-Понтрягiна 𝐻 = 𝜓1𝑦
𝑛 + 𝜓2𝑢. Вiдповiдна спряжена система має

10
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наступний вигляд: ⎧⎨⎩�̇�1 = 0

�̇�2 = −𝜓1𝑛𝑦
𝑛−1

Почавши розв’язувати систему вище, отримаємо вираз для 𝜓1 через кон-

станту 𝑐1. Далi пiдставимо отриманий вираз в друге рiвняння системи:⎧⎨⎩𝜓1 = 𝑐1

�̇�2 = −𝑐1𝑛𝑦𝑛−1

Наразi ми не можемо в явному виглядi виписати, чому буде дорiвнювати

𝜓2, але ми й далi можемо розглядати принцип максимума, тобто будемо

шукати максимум функцiї Гамiльтона-Понтрягiна 𝐻(𝑡) = 𝑐1𝑦
𝑛 + 𝜓2𝑢.

max
|𝑢|≤1

𝐻(𝑡) = max
|𝑢|≤1

(𝑐1𝑦
𝑛 + 𝜓2𝑢) = 𝑐1𝑦

𝑛 +max
|𝑢|≤1

(𝜓2𝑢) = 𝑐1𝑦
𝑛 + |𝜓2|

Тобто максимум досягається при 𝑢 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜓2). Хоч ми i не можемо ви-

писати розв’язок для 𝜓2, але можемо розглянути похiдну �̇�2 = −𝑐1𝑛𝑦𝑛−1.

За знак похiдної вiдповiдає тiльки 𝑦, бо 𝑐1 та 𝑛 - константи. При непарно-

му 𝑛 маємо 𝑦 у парному степенi. Тобто 𝑦𝑛−1 буде завжди невiд’ємним. Це

означає, що 𝜓2 є монотонною, i вiдповiдно 𝜓2 змiнює знак на будь-якому

вiдрiзку не бiльш нiж один раз. Тобто для непарного 𝑛 оптимальне керува-

ння має не бiльше одного перемикання, так само як i було при розв’язаннi

задачi в пiдроздiлi 0.4. У випадку парного 𝑛 вираз 𝑦𝑛−1 може змiнювати

знак при 𝑦 = 0, i оцiнки на одне перемикання ми дати не можемо, проте

ми все одно розберемо випадок парного 𝑛 з умовою на те, що кiлькiсть

перемикань має бути не бiльше одного.

Наступним кроком ми знайдемо траєкторiї швидкодiї. Нехай 𝑇 (𝑥, 𝑦) -

функцiя, яка визначає час потрапляння з певної точки в початок коорди-
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нат. Розглядаємо рiвняння Беллмана:

min
|𝑢|≤1

[︂
𝜕𝑇

𝜕𝑥
𝑦𝑛 +

𝜕𝑇

𝜕𝑦
𝑢

]︂
= −1

Спочатку розглянемо окремо керування 𝑢 = −1. Пiдставимо у рiвняння

Беллмана i отримаємо:
𝜕𝑇

𝜕𝑥
𝑦𝑛 − 𝜕𝑇

𝜕𝑦
= −1.

Складемо рiвняння характеристик в цьому випадку:

𝑑𝑥

𝑦𝑛
=
𝑑𝑦

−1
=
𝑑𝑇

−1

Звiдси ми маємо: 𝑑𝑥 = −𝑦𝑛𝑑𝑦 та 𝑑𝑦 = 𝑑𝑇 . Проiнтегруємо обидва вирази

i отримаємо, що: 𝑥 = − 1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1 + 𝑐1 та 𝑇 = 𝑦 + 𝑐2.

Аналогiчно отримаємо для випадку керування 𝑢 = 1, що траєкторiя має

вид 𝑥 =
1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1 + 𝑐1 та 𝑇 = −𝑦 + 𝑐2.

Тепер розглянемо фазовi портрети цих траєкторiй, спочатку для непар-

ного 𝑛:

Рис. 1.1: Фазовий портрет для непарного випадку
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Ситуацiя дуже схожа на канонiчну задачу, розiбрану вище в пiдроздiлi

0.4. Щоб потрапити в початок координат, спочатку треба попасти на одну

з двох траєкторiй, яка через нього проходить. Аналогiчним чином для ко-

жної точки iснує єдина траєкторiя для потрапляння в початок координат,

бо непаралельнi траєкторiї мають тiльки 2 точки перетину, якi рiзного зна-

ку по координатi 𝑦.

Далi розглянемо фазовий портрет для парного 𝑛. Спочатку розглянемо

тi точки, де не iснує керування, яке в силу системи (1.1) переведе в початок

координат:

Рис. 1.2: Фазовий портрет для парного випадку, точки без керування

Така ситуацiя пов’язана з тим, що оскiльки 𝑛 - непарнe, то 𝑥 буде зав-

жди зростати, бо похiдна завжди додатня. А попасти на траєкторiю, яка

веде в початок координат, неможливо, бо усi траєкторiї паралельнi однiй

з двох, якi вже ведуть в початок координат. I вiдповiдно, потрапивши на
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траєкторiю правiше за цi двi, повернутися не вийде.

Далi розглянемо точки, для яких iснує керування, що переводить в по-

чаток координат.

Рис. 1.3: Фазовий портрет для парного випадку, точки з керуванням

В даному випадку можна потрапити за одне перемикання в початок ко-

ординат двома способами, в залежностi вiд керування на початку 𝑢 = 1

чи 𝑢 = −1. Вiдповiдно для кожної точки треба обрахувати, який з цих

розв’язкiв бiльш оптимальний. Насправдi можна, якщо розглянути симе-

тричне вiдображення навколо вiсi 𝑂𝑥 керування у верхню частину, то це

не змiнить оптимального часу, тодi з самого початку можна було б розгля-

дати тiльки додатнi 𝑦 i для цiєї задачi 𝜓2 вже не змiнювала би знак, а тому

i 𝜓2 було б монотонним, i тодi можна сказати, що оптимально керування

мало б одне перемикання, а тодi i початкова б задача теж мала б мати одне

перемикання.
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Далi знайдемо час, за який система приходить в початок координат, пiд

дiєю оптимального керування. Для цього спочатку розглянемо точки, для

яких оптимальне керування до перемикання 𝑢 = −1, а пiсля перемикання

𝑢 = 1. Знайдемо точку перетину траєкторiй - (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), тобто точку в якiй

вiдбувається перемикання керування 𝑢. Оскiльки ця точка лежить на трає-

кторiї, що проходить через початок координат, для котрої 𝑢 = 1, то маємо,

що 𝑥𝑖 =
1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑖 , а також 𝑇 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = −𝑦𝑖, оскiльки в початку коорди-

нат 𝑇 (0, 0) = 0. З iншого боку, ця точка лежить на початковiй траєкторiї з

початковою точкою, тобто 𝑥𝑖 = − 1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑖 +𝑐1 i 𝑇 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = 𝑦𝑖+𝑐2. Пiдста-

вивши 𝑥𝑖 =
1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑖 та 𝑇 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = −𝑦𝑖, отримуємо, що 𝑐1 =

2

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑖 =

2𝑥𝑖 та 𝑐2 = −2𝑦𝑖. Таким чином, ми отримали залежнiсть мiж константами

для початкової траєкторiї 𝑐2 = −2
𝑛+1

√︂
𝑛+ 1

2
𝑐1.

Тепер розглянемо початкову точку (𝑥𝑠, 𝑦𝑠). Оскiльки вона лежить на

тiй самiй траєкторiї, то 𝑥𝑠 = − 1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑠 + 𝑐1 i 𝑇 (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = 𝑦𝑠 + 𝑐2. Звiдси

виразимо константи та пiдставимо в отриману залежнiсть:

𝑇 (𝑥𝑠, 𝑦𝑠)− 𝑦𝑠 = −2
𝑛

𝑛+1
𝑛+1
√︀

(𝑛+ 1)𝑥𝑠 + 𝑦𝑛+1
𝑠

Таким чином ми отримали оптимальний час:

𝑇 (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = 𝑦𝑠 − 2
𝑛

𝑛+1
𝑛+1
√︀

(𝑛+ 1)𝑥𝑠 + 𝑦𝑛+1
𝑠

Провiвши аналогiчнi обрахунки, отримуємо, що оптимальний час для

точок, в яких оптимальне керування до перемикання 𝑢 = 1, а пiсля пере-

микання 𝑢 = −1, дорiвнює:

𝑇 (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = −𝑦𝑠 + 2
𝑛

𝑛+1
𝑛+1
√︀

−(𝑛+ 1)𝑥𝑠 + 𝑦𝑛+1
𝑠



Роздiл 2

Потрапляння не в точку спокою

У цьому роздiлi ми будемо розглядати задачу швидкодiї, для тiєї ж самої

системи, що i в роздiлi 1, але кiнцевою точкою буде не початок координат,

а довiльна фiксована точка.

Тобто нехай заданi початкова точка (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) та кiнцева точка (𝑥𝑓 , 𝑦𝑓). Ми

шукаємо оптимальне керування, яке переведе початкову точку в кiнцеву

за мiнiмальний час пiд дiєю системи:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
�̇� = 𝑦𝑛

�̇� = 𝑢

|𝑢| ≤ 1

Пошук оптимальних траєкторiй та максимальної кiлькостi перемикань

оптимального керування 𝑢 є таким самим як i у роздiлi 1, тому пропустимо

цей етап, та перейдемо до пошуку оптимального часу.

Далi знайдемо час, за який система приходить в кiнцеву точку, пiд дi-

єю оптимального керування. Для цього спочатку розглянемо точки, для

який оптимальне керування до перемикання 𝑢 = −1, а пiсля перемикання

𝑢 = 1. Знайдемо точку перетину траєкторiй - (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), тобто точку в якiй

вiдбувається перемикання керування 𝑢. Оскiльки ця точка лежить на тра-

єкторiї, що проходить через кiнцеву точку, для котрої 𝑢 = 1, то маємо, що

𝑥𝑖 =
1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑖 + 𝑥𝑓 −

1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑓 , а також 𝑇 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = −𝑦𝑖 + 𝑦𝑓 , оскiльки в

кiнцевiй точцi 𝑇 (𝑥𝑓 , 𝑦𝑓) = 0. З iншого боку, ця точка лежить на початковiй

16
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траєкторiї з початковою точкою, тобто 𝑥𝑖 = − 1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑖 + 𝑐1 i 𝑇 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) =

𝑦𝑖+ 𝑐2. Пiдставивши 𝑥𝑖 =
1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑖 +𝑥𝑓 −

1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑓 та 𝑇 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = −𝑦𝑖+𝑦𝑓

отримуємо, що 𝑐1 =
2

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑖 +𝑥𝑓−

1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑓 та 𝑐2 = −2𝑦𝑖+𝑦𝑓 . Таким чи-

ном, ми отримали залежнiсть мiж константами для початкової траєкторiї

𝑐2 = −2
𝑛+1

√︂
𝑛+ 1

2
𝑐1 −

𝑛+ 1

2
𝑥𝑓 +

1

2
𝑦𝑛+1
𝑓 + 𝑦𝑓 .

Тепер розглянемо початкову точку (𝑥𝑠, 𝑦𝑠). Оскiльки вона лежить на

тiй самiй траєкторiї, то 𝑥𝑠 = − 1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑠 + 𝑐1 i 𝑇 (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = 𝑦𝑠 + 𝑐2. Звiдси

виразимо константи та пiдставимо в отриману залежнiсть:

𝑇 (𝑥𝑠, 𝑦𝑠)− 𝑦𝑠 = −2
𝑛

𝑛+1 𝑛+1

√︁
(𝑛+ 1)𝑥𝑠 + 𝑦𝑛+1

𝑠 − (𝑛+ 1)𝑥𝑓 + 𝑦𝑛+1
𝑓 + 𝑦𝑓

Таким чином ми отримали оптимальний час:

𝑇 (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = 𝑦𝑠 + 𝑦𝑓 − 2
𝑛

𝑛+1 𝑛+1

√︁
(𝑛+ 1)𝑥𝑠 + 𝑦𝑛+1

𝑠 − (𝑛+ 1)𝑥𝑓 + 𝑦𝑛+1
𝑓

Провiвши аналогiчнi обрахунки, отримуємо, що оптимальний час для

точок, в яких оптимальне керування до перемикання 𝑢 = 1, а пiсля пере-

микання 𝑢 = −1, дорiвнює:

𝑇 (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = −𝑦𝑠 − 𝑦𝑓 + 2
𝑛

𝑛+1 𝑛+1

√︁
−(𝑛+ 1)𝑥𝑠 + 𝑦𝑛+1

𝑠 − (𝑛+ 1)𝑥𝑓 − 𝑦𝑛+1
𝑓

Варто зазначити, що в деяких випадках така система може мати по

два варiанти траєкторiй з одним перемиканням в залежностi вiд того, як

обрати керування спочатку +1 чи −1. Для прикладу наводимо фазовий

портрет, де з однiєї червоної точки до iншої iснують двi траєкторiї. Щоб

визначити швидшу, треба окремо дивитися, який з розв’язкiв швидший.

Вiдповiдно i функцiя часу в такому випадку може бути розривною.
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Рис. 2.1: Фазовий портрет для непарного випадку



Роздiл 3

Узагальнення системи

В цьому роздiлi ми будемо розв’язувати трохи iншу систему, яка є уза-

гальненням попередньої. Також для цього роздiлу ми обрали кiнцевою то-

чкою початок координат. Основнi iдеї, якi використовуються для пошуку

розв’язку, будуть аналогiчними вище наданим.

Розглядається наступна система:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
�̇� = 𝑦𝑛 + 𝑐

�̇� = 𝑢

|𝑢| ≤ 1

Спочатку для заданої системи випишемо функцiю Гамiльтона-

Понтрягiна: 𝐻 = 𝜓1(𝑦
𝑛 + 𝑐)𝜓2𝑢. Випишемо спряжену систему:⎧⎨⎩�̇�1 = 0

�̇�2 = −𝜓1𝑛𝑦
𝑛−1

Почавши розв’язувати систему вище, отримаємо вираз для 𝜓1 через кон-

станту 𝑐1. Далi пiдставимо отриманий вираз в друге рiвняння системи:⎧⎨⎩𝜓1 = 𝑐1

�̇�2 = −𝑐1𝑛𝑦𝑛−1

Наразi ми не можемо в явному виглядi виписати, чому буде дорiвнювати

𝜓2, але ми й далi можемо розглядати принцип максимума, тобто будемо
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шукати максимум функцiї Гамiльтона-Понтрягiна 𝐻(𝑡) = 𝑐1(𝑦
𝑛 + 𝑐) +𝜓2𝑢.

max
|𝑢|≤1

𝐻(𝑡) = max
|𝑢|≤1

(𝑐1(𝑦
𝑛+𝑐)+𝜓2𝑢) = 𝑐1(𝑦

𝑛+𝑐)+max
|𝑢|≤1

(𝜓2𝑢) = 𝑐1(𝑦
𝑛+𝑐)+ |𝜓2|

Тобто максимум досягається при 𝑢 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜓2). Хоч ми i не можемо

виписати розв’язок для 𝜓2, але можемо розглянути похiдну �̇�2 = −𝑐1𝑛𝑦𝑛−1.

За знак похiдної вiдповiдає тiльки 𝑦, бо 𝑐1 та 𝑛 - константи. При непарному

𝑛 маємо 𝑦 у парному степенi. Тобто 𝑦𝑛−1 буде завжди додатнiм. Це означає,

що 𝜓2 є монотонною, i вiдповiдно 𝜓2 змiнює знак на будь-якому вiдрiзку

не бiльш нiж один раз. Тобто для непарного 𝑛 оптимальне керування має

не бiльше одного перемикання, так само як i було при розв’язаннi задачi

в пiдроздiлi 0.4. У випадку парного 𝑛 вираз 𝑦𝑛−1 може змiнювати знак

при 𝑦 = 0, i оцiнки на одне перемикання ми дати не можемо. Наступним

кроком ми знайдемо траєкторiї швидкодiї. Нехай 𝑇 (𝑥, 𝑦) - функцiя, яка

визначає час потрапляння з певної точки в початок координат. Розглядаємо

рiвняння Беллмана:

min
|𝑢|≤1

[︂
𝜕𝑇

𝜕𝑥
(𝑦𝑛 + 𝑐) +

𝜕𝑇

𝜕𝑦
𝑢

]︂
= −1

Спочатку розглянемо окремо керування 𝑢 = −1. Пiдставимо у рiвняння

Беллмана i отримаємо:
𝜕𝑇

𝜕𝑥
(𝑦𝑛 + 𝑐)− 𝜕𝑇

𝜕𝑦
= −1.

Складемо рiвняння характеристик в цьому випадку:

𝑑𝑥

𝑦𝑛 + 𝑐
=
𝑑𝑦

−1
=
𝑑𝑇

−1

Звiдси ми маємо: 𝑑𝑥 = (−𝑦𝑛 + 𝑐)𝑑𝑦 та 𝑑𝑦 = 𝑑𝑇 . Проiнтегруємо обидва

вирази i отримаємо, що: 𝑥 = − 1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1 − 𝑐𝑦 + 𝑐1 та 𝑇 = 𝑦 + 𝑐2.

Аналогiчно отримаємо для випадку керування 𝑢 = 1, що траєкторiя має

вид 𝑥 =
1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1 + 𝑐𝑦 + 𝑐1 та 𝑇 = −𝑦 + 𝑐2.
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Далi знайдемо час, за який система приходить в початок координат, пiд

дiєю оптимального керування. Для цього спочатку розглянемо точки, для

яких оптимальне керування до перемикання 𝑢 = −1, а пiсля перемикання

𝑢 = 1. Знайдемо точку перетину траєкторiй - (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), тобто точку, в якiй

вiдбувається перемикання керування 𝑢. Оскiльки ця точка лежить на трає-

кторiї, що проходить через початок координат, для котрої 𝑢 = 1, то маємо,

що 𝑥𝑖 =
1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑖 + 𝑐𝑦𝑖, а також 𝑇 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = −𝑦𝑖, оскiльки в початку коор-

динат 𝑇 (0, 0) = 0. З iншого боку, ця точка лежить на початковiй траєкторiї

з початковою точкою, тобто 𝑥𝑖 = − 1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑖 − 𝑐𝑦𝑖 + 𝑐1 i 𝑇 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = 𝑦𝑖 + 𝑐2.

Пiдставивши 𝑥𝑖 =
1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑖 + 𝑐𝑦𝑖 та 𝑇 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = −𝑦𝑖, отримуємо, що 𝑐1 =

2

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑖 + 2𝑐𝑦𝑖 = 2𝑥𝑖 та 𝑐2 = −2𝑦𝑖.

Тепер розглянемо початкову точку (𝑥𝑠, 𝑦𝑠). Оскiльки вона лежить на

тiй самiй траєкторiї, то 𝑥𝑠 = − 1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑠 − 𝑐𝑦𝑠 + 𝑐1 i 𝑇 (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = 𝑦𝑠 + 𝑐2.

Пiдставимо отриманий вище результат замiсть констант:

𝑥𝑠 +
1

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑠 + 𝑐𝑦𝑠 =

2

𝑛+ 1
𝑦𝑛+1
𝑖 + 2𝑐𝑦𝑖 (3.1)

𝑇 (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = 𝑦𝑠 − 2𝑦𝑖 (3.2)

Таким чином, щоб отримати оптимальний час, нам треба розв’язати

(3.1) i пiдставити розв’язок в (3.2). Розглянемо рiвняння (3.1) детальнiше:

𝑛+ 1

2
𝑥𝑠 +

1

2
𝑦𝑛+1
𝑠 +

𝑛+ 1

2
𝑐𝑦𝑠 = 𝑦𝑛+1

𝑖 + (𝑛+ 1)𝑐𝑦𝑖

Лiва частина цього рiвняння є константою, позначимо її 𝑑, тодi наше

рiвняння має вид:

𝑑 = 𝑦𝑛+1
𝑖 + (𝑛+ 1)𝑐𝑦𝑖

Розглянемо функцiю 𝑔(𝑥) = 𝑥𝑛+1 + (𝑛 + 1)𝑐𝑥 − 𝑑, а також її похiдну
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𝑔′(𝑥) = (𝑛+ 1)𝑥𝑛 + (𝑛+ 1)𝑐. Знайдемо критичнi точки цiєї функцiї:

𝑔′(𝑥) = 0 ⇐⇒ (𝑛+ 1)𝑥𝑛 + (𝑛+ 1)𝑐 = 0 ⇐⇒ 𝑥𝑛 = −𝑐

У випадку непарного 𝑛 рiвняння 𝑥𝑛 = −𝑐 має рiвно один корiнь, тобто

𝑔(𝑥) має не бiльше одної критичної точки. Це означає, що екстремумiв теж

не бiльше одного, а значить i коренiв в рiвняннi 𝑔(𝑥) = 0 не бiльше двох.

Насправдi в даному випадку як обидва коренi можуть вiдповiдати точцi

перетину з одним перемиканням, так i жоден з них.

Рис. 3.1: Фазовий портрет для непарного випадку

Для випадку парного 𝑛 рiвняння 𝑥𝑛 = −𝑐 може або не мати коренiв

зовсiм, або мати два коренi в залежностi вiд знаку 𝑐. Якщо коренiв в нього

немає, то 𝑔(𝑥) монотонна, тому i коренiв в рiвняннi 𝑔(𝑥) = 0 не бiльше

одного. Якщо коренiв два, то критичних точок теж двi, тобто 𝑔(𝑥) = 0

може мати не бiльше трьох коренiв.
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Рис. 3.2: Фазовий портрет для парного випадку з 𝑐 > 0

Рис. 3.3: Фазовий портрет для парного випадку з 𝑐 < 0
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